Лекция 6
Кинематика твёрдого тела.

Простейшие виды движения: поступательное, вращательное, плоско-параллельное, сферическое и движение свободного твердого тела.

Поступательное движение.

Поступательным называется такое движение, при котором любая прямая, проведенная в теле, перемещается оставаясь параллельной самой себе.

1) Платформа (автомобиль) на прямолинейном участке дороги движется поступательно.
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2) Спарник AB движется поступательно (не вращается), т.к. 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image2.wmf]12
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, хотя все его точки описывают окружности.
Теорема: При поступательном движении все точки тела описывают одинаковые (при наложении совпадающие) траектории и в каждый момент времени имеют одинаковые по модулю и на правлению скорости и ускорения.
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Пусть тело совершает поступательное движение в системе координат 
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. A и B – две произвольные точки тела, положение которых определяется радиусами-векторами 
[image: image4.wmf]BA
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. Длина AB постоянна, т.к. это расстояние между двумя точками тела. Направление 
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 также неизменно, т.к. движение поступательное. Поэтому траектория т. B получается из траектории точки A смещением на постоянный вектор, следовательно, при наложении они совпадут.
Для нахождения скорости и ускорения продифференцируем по времени t соотношение: 
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Получим: 
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, но 
[image: image8.wmf]0

dAB

dt

=

uuur

, следовательно 
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Аналогично: 
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, т.е. 
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Поступательное движение тела полностью определяется движением одной его точки: 
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 - закон поступательного движения. Понятия скорость и ускорение тела имеют смысл только при поступательном движении.

Вращательное движение.

Вращательным движением называется такое движение, при котором две какие-либо точки тела во все время движения остаются неподвижными.
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Прямая, проходящая через эти две точки, называется осью вращения. Все точки, лежащие на оси, неподвижны. Остальные описывают окружности, плоскости которых перпендикулярны оси, а центры лежат на оси. Для определения положения тела проведём через ось z две плоскости: одну (I) – неподвижную, другую (II) – связанную с телом. Положение тела в произвольный момент времени t определяется углом 
[image: image13.wmf]j

 между этими плоскостями. Угол 
[image: image14.wmf]j

 считаем положительным, если он отсчитывается против часовой стрелки, если смотреть с положительной стороны оси z. Угол 
[image: image15.wmf]j

 измеряется (всегда) в радианах!
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 — уравнение вращательного движения тела.

Основные характеристики вращательного движения: угловая скорость и угловое ускорение.

Пусть за время 
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 тело повернулось на угол 
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 — средняя угловая скорость.
Угловой скоростью тела в данный момент времени t называется предел, к которому стремится средняя угловая скорость при стремлении промежутка времени к нулю.
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Размерность угловой скорости 
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. Угловая скорость изображается вектором, направленным вдоль оси вращения в ту сторону, откуда вращение будет против часовой стрелки.

Аналогичным способом вводится угловое ускорение 
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Если вращение ускоренное, векторы 
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 и 
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 направлены в одну сторону, замедленное – в противоположные.

Равномерное вращение (
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. Интегрируя, получаем: 
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В технике скорость вращения измеряют числом оборотов n в минуту
За 1 оборот тело поворачивается на угол 
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За n оборотов тело поворачивается на угол 
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Равнопеременное вращение.

Если угловое ускорение постоянно 
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, вращение называется равнопеременным.
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Аналогично 
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Если 
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 и 
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 имеют одинаковые знаки (направления), то вращение равноускоренное. В противном случае – равнозамедленное.

Скорости и ускорения точек вращающегося тела.

[image: image118.wmf]w

Пусть точка M находится на расстоянии h от оси вращения z. При вращении она опишет окружность, плоскость которой перпендикулярна оси Oz. Если за время dt тело поворачивается на угол 
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, то M совершит вдоль траектории элементарное перемещение 
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. Но 
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, следовательно 
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   Рассмотрим векторное произведение 
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. Модуль его равен 
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, направление совпадает с направлением вектора скорости 
[image: image48.wmf]V
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. Следовательно, 
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 (формула Эйлера (1707-1787)).

Если 
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, то проекции вектора скорости равны:
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Ускорение равно производной от вектора скорости по времени
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Ускоренное вращение                                                        Замедленное вращение
Плоскопараллельное движение.
Плоскопараллельным называется такое движение, при котором все точки тела перемещаются параллельно некоторой неподвижной плоскости (расстояние от точки до плоскости 
[image: image63.wmf]p

 остается постоянным)
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Рассмотрим сечение S тела плоскостью xoy, параллельной плоскости 
[image: image64.wmf]p

. При плоскопараллельном движении все точки отрезка MMI, перпендикулярного плоскости xoy, движутся одинаково. Поэтому для изучения движения тела достаточно изучить движение сечения S в плоскости xoy.
Очевидно, что положение сечения S можно определить, зная положение точки A и угол 
[image: image65.wmf]j
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Точка A, выбранная для определения положения сечения тела S называется полюсом.
При движении тела величины 
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 будут изменяться. Чтобы задать движение, необходимо знать зависимости:


[image: image67.wmf]123

(),(),()

AA

xftyftft

j

===

 — уравнения плоско-параллельного движения тела.
[image: image120.wmf]A

r

r

Теорема:

Плоскопараллельное движение слагается из поступательного, при котором все точки тела движутся так же, как полюс, и вращательного движения относительно полюса.
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Пусть в момент времени 
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 сечение тела занимает положение I, а в момент 
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 положение II.  Легко видеть, что из I в II тело можно перевести следующим образом: переместим тело из I в II поступательно так, чтобы точка A двигалась вдоль своей действительной траектории 
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. Тогда тело займет положение 
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, а затем повернем его на угол 
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. Поступательное движение опишется уравнениями: 
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Но в качестве полюса можно выбирать любую точку, например, B. Тогда тело можно перевести из положения I в II поступательно так, чтобы точка B двигалась вдоль своей действительной траектории (пунктирная линия 
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), а затем повернуть на угол 
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. Результаты будут одинаковы. Скорости и ускорения точек A и B будут, конечно, разные 
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, иначе движение было бы поступательным (а не плоскопараллельным), но угловая скорость и угловое ускорение будут те же самые, т.к. 
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Определение скоростей точек тела.
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Положение точки M определяется в системе координат xoy радиусом-вектором 
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где 
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 определяет положение т.M в системе координат 
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Дифференцируя по времени, получаем
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где 
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 - скорость полюса, 
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 - скорость точки M во вращательном движении вокруг полюса.
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Скорость произвольной точки тела равна геометрической сумме скорости поступательного движения вместе с полюсом и скорости вращательного движения относительно полюса.
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Теорема:

Проекции скоростей двух точек твердого тела на прямую, их соединяющую, равны друг другу.
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Примем т.A за полюс, тогда 
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. Проектируя на AB получаем:
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Мгновенный центр скоростей.

Мгновенным центром скоростей называется точка, скорость которой в данный момент времени равна нулю. Если движение не поступательное, то такая точка существует и притом только одна.
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Пусть в момент t точки A и B, лежащие в сечении S, имеют скорости 
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, которые не могут быть одновременно равны и параллельны (т.к. движение не поступательное). Тогда точка 
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Если в момент t взять точку 
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Скорость произвольной точки тела равна ее скорости во вращательном движении относительно мгновенного центра скоростей.
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Скорости точек тела пропорциональны их расстояниям до мгновенного центра скоростей. (
[image: image115.wmf]w

 - коэффициент пропорциональности).
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